TRANSICOES DE FASE
Curso de Engenharia Fisica Tecnoldgica
Série 1

1. Em teoria da informagao [1] a fungao medindo a falta de conhecimento,
ou entropia, de um dado sistema, descrito pela distribuigao de probabilidades
pi, deve satisfazer os seguintes quatro axiomas:

L.S(1/M,1/M,...,1/M) = f(M) é uma fungdo mondtona crescente de
M (M =1,2,...),

2. f(ML)= f(M)+ f(L) (M,L=1,2,...),

3S<p177pM) - S(p1++p7‘7pr+l++p]\/[)

D1 Dr
+ (p1++pr)S< P PRI P 7)
i=1 Vi i=1Pi
DPr+1 Pm
+ e+ o) S (= =37 )
i=r+1Di i=r+1Di

(r=1,2,...,M —1),
4. S(p,1 — p) é uma fungao continua de p.
Demonstra-se entao que a tnica funcao satisfazendo estes quatro axiomas
= —k XX, pilogp:.
a) Admitindo que conhecemos os valores expectaveis de vérias funcoes
e a =1,..., P, dados por =X, pif® =< f* > e que a distribuicdo de
probabilidade deve estar normalizada, i.e. que >, p; = 1, maximize a
entropia sujeita a estas restricoes, usando o método dos multiplicadores de
Lagrange. Mostre que as probabilidades sao dadas por p; = %e‘ 2o ra

b) Obtenha Z a partir da condi¢do de normalizagdo da probabilidade.
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c) Calcule a entropia e obtenha a relacao Z = eF ™D Na<l*>

d) Considere uma variagao do sistema em que tanto as médias < f* >,
como as proprias funcgoes f* podem variar. A partir da variacao das ex-
pressoes obtidas nas duas alineas anteriores conclua que devemos ter (5% =
a1 Aal< Of* > =6 < fo ]

e) Aplique os resultados obtidos a sistemas termodinamicos descritos pe-
los conjuntos canoénico e grande canénico. Obtenha a expressao combinada
da primeira e da segunda lei da termodinamica. Considere ainda que esses
sistemas sao extensos e que pode portanto aplicar o teorema de Euler das
fungoes homogéneas aos potenciais termodinamicos.

f) Faca um tratamento andlogo para um sistema magnético na presenca de
um campo magético, de modo a termos uma dada magnetizagao do sistema.
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2. Um reino tem quatro cidades formando um quadrado. O rei decidiu
construir estradas ligando as quatro cidades segundo as diagonais, mas de
acordo com rumores nao confirmados uma solucao financeiramente menos
pesada teria sido afastada por consideragoes de ordem politica...

3. Considere um péndulo de comprimento [ e com uma massa m na ex-
tremidade, forcado a rodar com uma velocidade angular w, de modo a fazer
um angulo 6 com o eixo vertical.

a) Determine o angulo # em fungao de w e faca o grafico de 6 em fungao
de % De que modo se anula 67?7

b) Escreva o Lagrangeano para este problema e obtenha o potencial efec-
tivo Vess(0). Faca o grifico de Vys(0) para varios valores de <. Indique o
comportamento de V,s() junto da origem, em funcao de %

c) Relacione com o estudo das transi¢oes de fase e com o facto de as
teorias classicas de varias transicoes de fase conduzirem aos mesmos val-
ores (classicos) dos expoentes. O que serd necessario fazer para encontrar
expoentes criticos diferentes dos classicos?
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4. Considere um spin quantico S num campo magnético H, com o Hamil-
toniano H = —HS,.

a) Calcule a funcdo de particio Z = Tre "M, a magnetizacio M =
< S, > (fungao de Brillouin) e a susceptibilidade longitudinal y,, = %'
Obtenha os valores limites para pequenos e grandes campos magnéticos.

b) Particularize para o caso quantico limite S = %

c¢) Considere o limite classico S — oo, H — 0, SH — sh e obtenha as
expressoes da fungao de partigao, da magnetizagao (fun¢ao de Langevin) e
da susceptibilidade longitudinal.



d) Obtenha directamente os resultados da alinea anterior, considerando
um spin classico &, de médulo fixo |5] = s.
< L — L M Xzz =
e) Faca os graﬁcos de 25+1,§F = In 510 5 © de 355, em funcao de
BHS, para varios valores de S, incluindo o caso limite S — oc.

-

5. Considere electroes numa banda de condugao, com energia (k) e que in-
teractuam de acordo com o Hamiltoniano H; = U 3_; N;y N;|, em que Ny, Ny
s@o os operadores de ocupagao electrénicos, no ponto i da rede (modelo de
Hubbard).

a) Considere a aproximacao de campo médio e faca o desacoplamento
dos operadores de modo a definir o campo efectivo sentido pelos electroes de
cada polarizacao de spin. Considere uma situacao ferromagnética, uniforme
no espaco.

b) Considere que os electroes sdo descritos pelo conjunto grande canénico
e escreva as equagoes autoconsistentes de campo médio.

c¢) Obtenha a linha da transi¢ao de fase, onde a magnetizacao m se anula,
na auséncia de campo aplicado h. Particularize para T'= 0K e indique para
que valores de U existe transigao de fase (critério de Stoner).

d) Obtenha a susceptibilidade estatica %—ZL, em termos da susceptibilidade
de Pauli.

6. Na auséncia de uma simetria de inversao ¢ — —¢, a densidade Hamil-
toniana efectiva da teoria de Landau para uma transicao de fase pode ter
poténcias fmpares do parametro de order. Estude o efeito de um termo
cubico, considerando a densidade Hamiltoniana

1, 1 ., 1 .
= — 7b _
H=ro? + bo' — 2od?,

nao incluindo o termo usual de violacao de simetria, dado por —he, e sendo
r=a(T —1Tp), a,b, c positivos e T a temperatura, com T, uma dada tempe-
ratura.

a) Mostre o aparecimento de uma solugdo com um valor médio nao nulo
para o parametro de ordem, abaixo de uma dada temperatura 7. Determine
T*. Faga o grafico esquemdtico de H, em funcao de ¢, mostrando a sua
evolucao em funcao da temperatura.

b) Mostre que a solugao considerada na alinea anterior se torna a mais
estavel abaixo de uma temperatura T;. Determine 77. Faca o grafico es-



quematico do parametro de ordem em fungao da temperatura e classifique
esta transicao de fase quanto a ordem.

¢) O que acontece quando T' < Ty? Determine as regioes de estabilidade
e de metaestabilidade das solugges e o comportamento do sistema num ciclo
em que se varia a temperatura.

Sugestao: use varidveis reduzidas t = 7?1 :7;% ep= q%’ em que ¢ ¢é o valor

de ¢ para T = T;. Normalize H de modo que o coeficiente do termo em *
passe a ser 1.

7. Construa os invariantes até a quarta ordem no parametro de ordem, e
segunda ordem nas derivadas espaciais, para os seguintes sistemas:

a) Um sistema com um parametro de ordem com seis componentes reais,
com simetria de troca e de reflexao nas componentes.

b) Um sistema com um parametro de ordem com seis componentes reais,
com simetria de reflexao e de rotagao no espaco de spin a seis dimensoes. As
rotacoes de spin sao independentes das rotacoes espaciais.

¢) Um sistema com dois parametros de ordem, cada um com trés com-
ponentes reais. A simetria consiste nas rotagoes tridimensionais de cada
parametro de ordem separadamente. As rotagoes espaciais sao indepen-
dentes.

d) Um sistema como em c¢) mas em que os dois parametros de ordem
rodam em conjunto.

e) Um sistema como em c¢) mas em que as rotagoes dos parametros de
ordem sao induzidas pela rotagoes das coordenadas espaciais.

8. Considere o modelo de Ising em campo transverso, a d dimensoes, em
equilibrio termodinamico a temperatura 7" e definido pelo Hamiltoniano:

H = —FZS;” — ;Z JijS; S}
7 ij

em que 5’1 sao spins %, com interacgao J;; segundo o eixo dos z apenas, e I
é o campo magnético transverso, segundo o eixo dos x.

a) Faca a teoria de campo médio e escreva as equagoes de estado e con-
stitutiva.

b) Para I’ > I'(T") os spins estdo completamente polarizados pelo campo
magnético, i.e. estao orientados segundo o eixo dos x. No entanto, se re-

duzirmos o campo magnético, teremos para I' < I'c(T') o aparecimento de
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uma componente da magnetizagdo (ou do campo efectivo) também segundo
o eixo dos z, devido a interacgao entre os spins, havendo pois uma transicao
de fase, em que < 5% > é o parametro de ordem. Particularize os resultados
da alinea a) para cada uma destas duas fases, e indique as equagoes que per-
mitem a sua caracterizagao. Sugestao: use o angulo # da magnetizacao ou
do campo efectivo com o eixo dos x para caracterizar estes vectores.

c¢) Obtenha a equagao da linha I'c(7") de separacao entre as duas fases.
Obtenha os seus pontos limites, dados por I'¢(0) e por T¢, tal que I'c(T¢) = 0.
Qual a dependéncia desta temperatura T com a dimensao d do espago (ad-
mita que as interacgoes sao entre primeiros vizinhos apenas). Qual o seu
valor para d = 17 Como justifica esse valor?



